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Caracteristicas generales

Funciones Reales se ubica en el segundo semestre del tercer afio de la carrera. Tiene asignada siete horas
semanales en las que se desarrollan clases de tipo tedrico-practica. El alumno conoce las propiedades basicas
de los espacios métricos, que ha visto ya en la asignatura Topologia, que cursa simultaneamente. Se comienza
con temas de la teoria de funciones de variable real y de variable compleja: limites, limites superior e inferior,
continuidad uniforme, semicontinuidad inferior y superior, para complementar los conocimientos adquiridos en las
asignaturas Calculo 1, 11, 1l y IV. Luego se introduce al alumno en el estudio de la teoria abstracta de medibilidad,
medida e integracién, continuando con el de la medida e integral de Lebesgue en Rn. Se hace luego una
introduccién al Analisis Funcional, para presentar a continuacion los Espacios L*p. Se completa el curso con el
teorema de Radon-Nikodym y el teorema de representacion de Riesz.

Objetivos

Esta asignatura tiene como propésito general familiarizar al estudiante con los conceptos y métodos bésicos de
la Teoria de: Funciones Reales, Medibilidad, Medida e Integracion, y una introduccion al Andlisis Funcional
mediante el estudio de los Espacios de Lebesgue L"p. Adquirir un adecuado dominio de los mismos, que le
permita aplicarlos a la resolucion de problemas que los requieran.

En términos de competencias se desea que el alumno logre:

a) Manejar habilmente las propiedades basicas de los espacios métricos y de la teoria de funciones de variable
real y compleja.

b) Desarrollar capacidad de razonamiento légico.

c) Desarrollar capacidad para interpretar, plantear y resolver problemas aplicando los conceptos de funcion,
limite, derivada e integral abstracta.

d) Asimilar conceptos basicos sobre la teoria de medibilidad y medida.

e) Conocer conceptos béasicos del andlisis funcional mediante el estudio de los espacios de Lebesgue y adquirir
un adecuado dominio de los mismos.

f) Aplicar los conceptos adquiridos a la resolucion de problemas que los requieran.

g) Lograr expresar con claridad sus ideas.

h) Adquirir habitos de trabajo individual y en equipo.

i) Utilizar la herramienta computacional como recurso facilitador del calculo y la representacion grafica, como asi
también para su produccion escrita.

j) Manejar de manera significativa los temas que figuran en el programa analitico; es decir, que comprenda los
temas desarrollados de modo de aplicarlos con acierto y en la resolucion de problemas. Que sea capaz de
modelizar situaciones problematicas, de predecir resultados y verificar los mismos.

Contenido Tematico

Unidad 1. LOS NUMEROS REALES.

1.1 El sistema de los numeros reales. Cuerpos. Cuerpos ordenados. Cuerpos ordenados completos.
Representacién decimal de los nimeros reales.

1.2 El espacio métrico R. Topologia métrica de R. Convergencia. Densidad. Separabilidad. Sucesiones.
Sucesiones de Cauchy. Completitud. Conjuntos acotados. Supremo e infimo. Compacidad. Conjunto de Cantor.
1.3 El sistema de los nimeros reales extendidos. El conjunto R extendido. Operaciones. Relacion de orden.
Supremo e infimo. Punto limite. Limite superior y limite inferior.

Unidad 2. FUNCIONES REALES. CONTINUIDAD.
2.1 Funciones reales. Limite en un punto. Limites infinitos y al infinito. Limite superior e inferior de una funcion.
2.2 Continuidad. Propiedades de las funciones continuas. Continuidad uniforme.

Unidad 3. MEDIBILIDAD.



3.1 Sigma éalgebra. Espacios medibles. Generacion de sigma algebras. Conjuntos de Borel.
3.2 Funciones medibles. Funciones medibles a valores reales y a valores reales extendidos. Funciones medibles
a valores complejos.

Unidad 4. MEDIDAS.

4.1 Medidas. Medidas positivas. Espacios con medida. Aplicaciones entre espacios con medida. Medidas con
signo. Generacion de medidas. Medidas exteriores. Medida inducida por una medida exterior. Condicién de
Carathéodory.

4.2 La medida de Lebesgue en R. Construccion de la medida de Lebesgue. La clase de los conjuntos medibles
Lebesgue. La clase de las funciones medibles Lebesgue.

Unidad 5. INTEGRACION ABSTRACTA

5.1 La integral. La integral de funciones simples no negativas. La integral de funciones medibles no negativas.

5.2 Funciones integrables. Funciones integrables a valores reales. Funciones integrables a valores complejos. El
rol de los conjuntos de medida nula. Funciones integrables definidas para casi todo punto.

5.3 Integrales que dependen de un parametro. Continuidad de una integral con respecto a un parametro.
Derivabilidad de una integral con respecto a un parametro.

5.4 Integracion sobre espacios producto. Medida producto. Secciones de conjuntos y de funciones medibles en
espacios producto. El teorema de Fubini.

5.5 La integral de Lebesgue en R. Definicion de la integral. Comparacion con la integral de Riemann. Condicion
de integrabilidad de Riemann. La integral de Lebesgue y las integrales impropias de Riemann.

5.6 Derivacion e integracion. Funciones monétonas. El teorema de Lebesgue sobre derivabilidad de funciones
monétonas. Funciones de variacidon acotada. Derivada de una funcion integral. Funciones absolutamente
continuas. Reconstruccion de una funcién a partir de su derivada.

Unidad 6. LOS ESPACIOS DE LEBESGUE L"p

6.1 Introduccién al andlisis funcional en espacios de Banach. Normas. Espacios Normados. Métrica inducida por
una norma. Convergencia. Completitud. Espacios de Banach. Subespacios. Densidad. Sistemas completos.
Transformaciones lineales. Algebra de Banach.

6.2 Los espacios de Lebesgue. El espacio L"1. Los espacios L"*p, 1<=p<inf. El espacio L"inf. Convergencia en
L"p . Otros tipos de convergencia.

6.3 Convoluciones. Teoremas de Young. Convoluciones. El algebra de convolucion L1(Rn). Teoremas de Young.
Teoremas de densidad. Separabilidad de los espacios L*p, 1<=p<inf.

6.4 El teorema de Radon-Nikodym. Espacios duales de los espacios L™p. Espacios duales de los espacios L"p.
El teorema de representacion de Riesz. Duales de los espacios L"p.

Para esta actividad curricular se consideran también los siguientes contenidos:
Procedimentales:

* Ejemplificacién con entes matematicos que cumplen y no cumplen con ciertas condiciones.
* Validacion de proposiciones mateméticas.

* Contrastacion de situaciones, analizando semejanzas y diferencias.

» Demostracién de propiedades.

* Elaboracion de conjeturas a partir de la observacion de regularidades.

» Comunicacion en forma oral y escrita de los procedimientos de resolucion de problemas.

Actitudinales:

* Independencia y autonomia en el pensamiento.

» Capacidad para tomar decisiones y aceptar responsabilidades.

* Valoracion de la investigacién como fuente de conocimiento y aprendizaje.

* Curiosidad, apertura, duda, en relacion a los conceptos y procedimientos con los que actia.

* Valoracion de la Matematica como fuente de construccion humana.

» Valoracion del aporte de los contenidos matematicos a las distintas areas y a las distintas situaciones de la vida



cotidiana.

* Valoracion del papel central del pensamiento critico en el desarrollo de las ciencias.

* Valoracion de las posibilidades y limitaciones del pensamiento cientifico.

* Valoracion de los diferentes lenguajes que posibilitan la expresion y la comunicacion.

« Valoracion del intercambio plural de ideas en la elaboracién de conocimientos y como fuente de aprendizaje, y
flexibilidad y respeto hacia el pensamiento y producciones ajenas.

 Seguridad para sostener sus ideas, creencias y los productos de su actividad, y disponibilidad y flexibilidad para
revisar los propios puntos de vista y las propias producciones.

» Autonomia, creatividad y perseverancia en el planteo y la blisqueda de soluciones a los problemas, en la toma
de decisiones y en el disefio y concrecién de proyectos.

« Valoracion de la importancia del aprendizaje permanente.

» Responsabilidad y cuidado en el uso de los instrumentos y equipamiento que se emplea en el aprendizaje.

Modalidades de ensefianza-aprendizaje

La actividad curricular alternara distintas instancias:

Una instancia con un mayor protagonismo del docente quien sobre la base de un material didactico disponible y
en permanente interaccién con los alumnos destaca la importancia de cada tema, presenta definiciones, enuncia
ylo prueba propiedades relevantes y analiza ejemplos simples que faciliten la comprension y conceptualizacion.
Una segunda instancia con un mayor protagonismo de los alumnos, quienes en grupos (de dos o tres) trabajan
sobre una guia de ejercicios y problemas, con el soporte de los docentes quienes interaccionan constantemente
con cada grupo fomentando la discusion entre sus miembros y reorientando sus iniciativas.

Asimismo los docentes fijan una hora semanal de consulta en la que aclaran aquellos conceptos y problemas en
los que los alumnos hayan encontrado dificultades. El lugar y horario de las mismas se publican en el
transparente del Departamento de Matemética y en la lista de correo electronico euclides.

De esta manera se busca construir conocimientos bien estructurados, en un contexto motivacional adecuado,
sobre la base de la actividad del alumno en interaccibn con otros y abordando problemas debidamente
contextualizados.

En este contexto el docente adopta el rol de facilitador, reforzando la confianza de los alumnos en su capacidad
de aprendizaje y resolucion de problemas; pero también actla de observador y evaluador, detectando y
ayudando a superar dificultades, proporcionando de este modo retroalimentacion sobre el desarrollo del trabajo
grupal.

De desarrollaran clases de tipo tedrico-practicas. En las clases de teoria de manera alternada se expondran
algunos temas en el pizarron y para otros temas se realizard una lectura conjunta de textos suministrados o
bilbiografia recomendada por la catedra.

En las practicas se realizaran actividades para la resolucion de problemas y ejercicios de manera socializada en
el grupo-clase y de manera individual o en pequefios grupos.

Actividades de Formacién Practica

Las actividades de Formacién Practica tienen un mayor protagonismo de los alumnos, quienes en grupos (de dos
o0 tres) trabajan sobre una guia de ejercicios y problemas, con el soporte de los docentes quienes interaccionan
constantemente con cada grupo fomentando la discusion entre sus miembros y reorientando sus iniciativas. En
estas practicas se realizaran actividades para la resolucién de problemas y ejercicios de manera socializada en el
grupo-clase y de manera individual o en pequefios grupos.



No Titulo

Descripcion

1 Los numeros reales.

2 Funciones reales.
Continuidad.

3 Medibilidad.

4 Medidas.

5 Integracion.

6 Nociones sobre espacios
normados. Los espacios de
Lebesgue Lp.

Evaluacion

Consiste en un conjunto de ejercicios de diversa complejidad.
Comenzando por el estudio de subconjuntos del espacio topoldgico de
los numeros reales, siguiendo con ejercicios de supremo e infimo,
conjuntos acotados, sucesiones, finalizando con limites inferior y
superior.

Consiste en un conjunto de ejercicios de complejidad creciente.
Comenzando por el estudio de funciones definidas a partir de otras
dadas, como funcién parte positiva, parte negativa, funcién maximo o
minimo entre dos funciones, funcién valor absoluto de una funcién.
Siguiendo con ejercicios sobre continuidad de funciones, limites inferior
y superior en un punto, monotonia de funciones, uniforme continuidad,
finalizando con ejercicios sobre semicontinuidad inferior y superior de
funciones.

Consiste en un conjunto de ejercicios de complejidad creciente.
Comenzando por el estudio de algebra y sigma-algebra de conjuntos,
sucesion de conjuntos, limite inferior y superior de una sucesion de
conjuntos, clase monotona de conjuntos, familia generadora, algebra de
Borel, Boreleanos. Siguiendo con el estudio de funciones medibles,
funciones medibles Borel, finalizando con operaciones entre funciones
medibles.

Consiste en un conjunto de ejercicios de diversa complejidad.
Comenzando por el estudio de espacios con medida, medida inducida,
medida finita, medida completa. Siguiendo con ejercicios sobre medida
de Lebesgue, medida exterior, medida de probabilidad y convergencia
en medida.

Consiste en un conjunto de ejercicios de complejidad creciente.
Comenzando por el estudio de la integral abstracta para funciones
simples, continuando con funciones integrables mas generales.
Siguiendo con ejercicios sobre sucesiones de funciones integrables,
lema de Fatou, Teorema de Beppo-Levi y de convergencia dominada,
integral de funciones a valores reales y complejos, integraciéon sobre
espacio producto, Teorema de Fubini, integral de Lebesgue en R,
Teorema de Beppo-Levi, de la convergencia dominada y de la
convergencia monétona, integrales que dependen de un parametro.
Finalizando con ejercicios sobre derivacion e integracion.

Consiste en un conjunto de ejercicios de diversa complejidad.
Comenzando con ejercicios sobre espacios normados, normas y
seminormas, convergencia en espacios normados, espacios de
Banach. Finalizando con ejercicios sobre los espacios de Lebesgue Lp
(1<=p<=inf), distintos tipos de convergencia de sucesiones de funciones
en L"p, en norma, en medida, casi todo punto y otros tipos de
convergencia.

Se combinaran actividades de evaluacidon sumativa con actividades de evaluacion formativa y continua. Esta
Ultima estara integrada a las actividades de ensefianza y aprendizaje y le permitird al alumno conocer sus logros
y dificultades y al docente, de ser necesario, reorientar la ensefianza de manera rapida y eficaz.

En cuanto a las actividades de evaluacién sumativa:



Se realizan tres evaluaciones parciales de tipo tedrico-practico-conceptual. Comprenden el manejo de
definiciones, propiedades, teoremas y la resolucion de problemas y ejercicios.

Parcial n°1: se evaluaran los temas de las unidades 1, 2 y 3. (Aprox. en la semana 5)

Parcial n° 2: se evaluaran los temas de la unidad 4 y parte de la unidad 5. (Aprox. en la semana 10)

Parcial n° 3: se evaluaran los temas restantes de la unidad 5 y la unidad 6 completa. (Aprox. en la semana 15)

1. El alumno que apruebe los parciales con una nota superior a 5 y un promedio de los tres parciales superior a
6 alcanzara la condicién de alumno regular, y para acreditar Funciones Reales debera realizar en las mesas de
examenes una evaluacién practica que debera aprobar con nota superior a 6 y realizara luego un coloquio final
globalizador, que debera aprobar con nota superior a 6. La aprobacién de las dos instancias implica la
acreditacion de la asignatura.

2. El alumno que apruebe los parciales con una nota superior a 7 y un promedio de los tres parciales superior a
8 alcanzara la condicién de alumno regular (promovido), teniendo la posibilidad de realizar en la semana 16 un
coloquio final globalizador, que debera aprobar con nota superior a 6 para acreditar la asignatura. Si lo aprueba
acredita Funciones Reales, si no lo aprueba debera repetir en las mesas de examenes del turno
noviembre-diciembre (inmediato posterior) la instancia del coloquio. De no aprobar el coloquio (en las mesas de
noviembre-diciembre) el alumno mantendra de todas maneras la condicién de alumno regular y para acreditar la
asignatura procedera como en el item 1.

3. El alumno que no apruebe uno de los tres parciales, deberd realizar en la semana 16 una evaluacion
recuperatoria con los temas correspondientes al parcial no aprobado. Si aprueba esta evaluacién practica
recuperatoria, alcanza la condicién de alumno regular, y para acreditar la asignatura procedera como en el item
1. Si no aprueba esta evaluacion practica queda en condicién de alumno libre.

4. El examen para el alumno con condicion libre consta de una primera instancia escrita de préactica, que debera
aprobarse, con nota superior a 6, para acceder a la segunda instancia sobre fundamentos teéricos, que debera
aprobarse con nota superior a 6, y finalmente un coloquio final globalizador, que también debera aprobar con
nota superior a 6. La aprobacion de las tres instancias implica la acreditacion de la asignatura.

Distribucion de la carga horaria

Presenciales

Tedricas 55 Hs.
Précticas Practicas en gabinetes y/o laboratorios 0 Hs.
Trabajo de campo 0 Hs.

Resolucién de Problemas y Ejercicios 35 Hs.

Problemas abiertos vinculados a la profesién 0 Hs.

Practicas vinculadas a las TIC 5 Hs.

Actividades de Proyecto y Disefio 0 Hs.

Practica Profesional Supervisada 0 Hs.

Evaluaciones 10 Hs.

Total 105 Hs.

Dedicadas por el alumno fuera de clase
Preparacién Teérico-Practica 100 Hs.
Elaboracion y redaccién de informes, trabajos, presentaciones, etc. 5 Hs.
Total 105 Hs.

Bibliografia basica

Titulo Autores Editorial Afio Ejem.

The Elements of Integration Bartle R.G. John Wiley and Sons, Inc. 1966 2



Real Analysis Royden H.L. The Macmillan Company 1970 2

Real and Complex Analysis Rudin W. McGraw-Hill Book Company 1966 2

A First Course in Real Berberian S.K. Springer-Verlag 1994 1

Analysis

The Real Numbers and Real  Bloch E.D. Springer-Verlag 2011 1

Analysis

Medida e Integral de Fava N., Zo F. Red Olimpica 1996 2

Lebesgue

Bibliografia complementaria

Titulo Autores Editorial Afio Ejem.

Fundamentos del Andlisis Dieudonne J. Reverté 1966 1

Moderno

Measure Theory Halmos P.R. D.Van Nostrand Company, 1959 1
Inc.

Theory of Functions of a Real |Natanson I.P. F.Ungar Publishing Co. 1960 1

Variable

Célculo Infinitesimal Spivak M. Reverté 2003 4

Introduction to Real Analysis | Trench W.F. Free Edition 2011 1

Recursos web y otros recursos

En esta asignatura se trabaja principalmente con apuntes de céatedra, aunque también se recomienda una
consulta permanente con la bilbiografia recomendada. Se dispone de uno por cada unidad de la asignatura y en
ellos se incluyen las actividades précticas propuestas (consignadas arriba) en formato digital o impreso. En
algunas clases tedrico-practicas se realizan exposiciones orales utilizando los recursos de las aulas: pizarron,
fibron y eventualmente para algunas exposiciones especiales se utiliza una pc con cafién proyector.
La catedra mantiene fluida comunicacién con los alumnos por correo electrénico, a través del mismo se envian
los archivos digitales de los apuntes y trabajos practicos, como asi también toda informacion referente a horarios
y lugar de consulta, fechas de parciales y resultados de las evaluaciones.
Ademas los alumnos reciben informacién de otros temas relacionados con la carrera inscribiéndose en la lista de

correo electronico euclides.



Cronograma de actividades

Semana Unidad Tema Actividad

1 1 El nimero real. Espacios métricos. R Clases tedrico-préacticas. Trabajo sobre la
extendido, limites superior e inferior practica N° 1.

2 2 Funciones reales. Limite en un punto. Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
Limites infinitos y al infinito. Limite superior practica N° 2.
e inferior de una funcién

3 2 Continuidad. Propiedades de las funciones | Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
continuas. Continuidad uniforme. practica N° 2.

4 3 Sigma algebra. Espacios medibles. Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
Generacioén de sigma algebras. Conjuntos | practica N° 3.
de Borel.

5 3 Funciones medibles. Funciones medibles a Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
valores reales y a valores reales practica N° 3. Primer parcial
extendidos. Funciones medibles a valores
complejos

6 4 Medidas. Medidas positivas. Espacios con Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
medida. Aplicaciones entre espacios con | practica N° 4.
medida.

7 4 Medidas con signo. Generacién de Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
medidas. Medidas exteriores. Medida practica N° 4.
inducida por una medida exterior.
Condicién de Carathéodory.

8 4 La medida de Lebesgue en R. Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
Construccion de la medida de Lebesgue.  practica N° 4.
La clase de los conjuntos medibles
Lebesgue. La clase de las funciones
medibles Lebesgue.

9 5 La integral. La integral de funciones Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
simples no negativas. La integral de practica N° 5.
funciones medibles no negativas.
Funciones integrables. Funciones
integrables a valores reales. Funciones
integrables a valores complejos. El rol de
los conjuntos de medida nula. F

10 5 Integrales que dependen de un parametro. Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
Continuidad de una integral con respecto a | practica N° 5. Segundo parcial.
un parametro. Derivabilidad de una integral
con respecto a un parametro. Integracion
sobre espacios producto. Medida producto.
Secciones de conjuntos y de funciones
medibl

11 5 La integral de Lebesgue en R. Definicion Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la

de la integral. Comparacion con la integral
de Riemann. Condicion de integrabilidad
de Riemann. La integral de Lebesgue y las
integrales impropias de Riemann.

practica N° 5.



12

13

14

15

Derivacion e integracion. Funciones
monétonas. El teorema de Lebesgue sobre
derivabilidad de funciones mondétonas.
Funciones de variacion acotada. Derivada
de una funcion integral. Funciones
absolutamente continuas. Reconstruccion
de una funcién a partir d

Introduccion al andlisis funcional en
espacios de Banach. Normas. Espacios
Normados. Métrica inducida por una
norma. Convergencia. Completitud.
Espacios de Banach. Subespacios.
Densidad. Sistemas completos.
Transformaciones lineales. Algebra de
Banach.

Los espacios de Lebesgue. El espacio
L™, Los espacios L"p, 1<=p<inf. El
espacio L"inf. Convergencia en L"p . Otros
tipos de convergencia.

Convoluciones. Teoremas de Young.
Convoluciones. El algebra de convolucion
LM (R”™). Teoremas de Young.

Espacios duales de los espacios L"p.
Teorema de Radon-Nikodym. Espacios
duales de los espacios L"p. El teorema de
representaciéon de Riesz.

Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
practica N° 5.

Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
practica N° 6.

Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
practica N° 6.

Clases tedrico-practicas. Trabajo sobre la
practica N° 6. Tercer parcial.



